 Метод математической индукции 
Пусть мы имеем бесконечную последовательность утверждений P1, P2, ..., Pn, ..., занумерованных натуральными числами, причём: — утверждение P1 истинно; — если некоторое утверждение Pk истинно, то следующее утверждение Pk+1 тоже истинно. 

Тогда принцип математической индукции утверждает, что все утверждения последовательности истинны. 

Другими словами принцип математической индукции можно сформулировать так: если в очереди первой стоит женщина, и за каждой женщиной стоит женщина, то все в очереди – женщины. 

Способ рассуждений, основанный на принципе математической индукции называется методом математической индукции. Для решения задач методом математической индукции необходимо: 
1) сформулировать утверждение задачи в виде последовательности утверждений P1, P2, ..., Pn, ... 
2) доказать, что утверждение P1 истинно (этот этап называется базой индукции); 
3) доказать, что если утверждение Pn истинно при некотором n = k, то оно истинно и при n = k + 1 (этот этап называется шагом индукции). 

Пример 1.

Доказать по индукции следующее равенство (которое допускает и другие доказательства): 1 + 2 + 3 + ... + n = n(n + 1)/2. 
Решение

База. При n = 1 равенство превращается в тождество 1 = 1·(1 + 1)/2. 
Шаг. Пусть равенство выполнено при n = k: 1 + 2 + 3 + ... + k = k(k + 1)/2. 
Прибавим к обеим частям этого равенства k + 1. В левой части мы получим сумму 1 + 2+ 3 + ... + k + (k + 1), а в правой - k(k+1)/2+(k+1)=(k(k+1)+2(k+1))/2=((k+2)(k+1))/2. Итак, 1 + 2 + 3 + ... + k + (k + 1) = (k + 1)(k + 2)/2, а это и есть требуемое равенство при n = k + 1. 
Пример 2. 
Доказать, что для любого натурального 
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.
Решение

База. Докажем равенство при [image: image2.png]


. Левая часть равенства – сумма степеней двойки начиная с нулевой, так как [image: image3.png]


, и заканчивая  [image: image4.png]


- ной. Значит, количество слагаемых  в левой части равенства равно [image: image5.png]


. Таким образом,  при [image: image6.png]


 число слагаемых равно двум, т.е. значение выражения левой части  равно  [image: image7.png]1+ 24




. Значение выражение в правой части равенства вычислим, подставляя вместо [image: image8.png]


  единицу, получим [image: image9.png]


. Теперь рассмотрим возможную запись приведенных рассуждений.
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    (верно)

Шаг. Допустим, равенство верно при [image: image14.png]


,  для любого фиксированного натурального [image: image15.png]


, т.е. верно равенство

[image: image16.png]1+2+2% +...+ 28 =21




.

 Докажем справедливость равенства при  [image: image17.png]n

k+1



, т.е. докажем равенство
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.

Заменим первые [image: image19.png]k+1



слагаемое, получим 
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(верно).

Таким образом, данное равенство верно для любого натурального [image: image25.png]


.

Пример 3. Доказать, что для любого [image: image26.png]


  [image: image27.png]A* +1572—1



 делится на 9. 

Решение
1. База. Проверим утверждение при [image: image28.png]


. 4+15-1=18 делится на 9.

2. Шаг.  Допустим, утверждение выполняется при [image: image29.png]


, то есть [image: image30.png]4™ +15m—-1



 делится на 9. Докажем, что утверждение справедливо при [image: image31.png]m+1



, используя индуктивное предположение, то есть докажем, что [image: image32.png]qmly
15(m+1) -




 делится на 9.
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[image: image34.png]= (4" +15m- 1) +(3.4" +15)



.

Первая скобка делится на 9 по индуктивному предположению. Осталось доказать, что вторая скобка делится на 9, то есть надо доказать, что [image: image35.png]4™ 45



 делится на 3. Это утверждение мы будем доказывать методом математической индукции, то есть нам придется применять "индукцию в индукции". При m=1 4+5=9 делится на 3. Допустим, [image: image36.png]4%
+5



 делится на 3. Докажем, что [image: image37.png]4%+1 4 5



 делится на 3, но [image: image38.png]4M145-4 4*+5:(4*+5)+3 4*



. Первое слагаемое делится на три по индуктивному предположению, а второе – очевидно. Таким образом, мы доказали, что [image: image39.png]4™ 45



 делится на 3, а вместе с этим, что [image: image40.png]A* +1572—1



 делится на 9.

 

Пример 4.  При каких натуральных значениях   [image: image41.png]


 верно неравенство [image: image42.png]X o



.

Доказательство

Проверяем неравенство при [image: image43.png]1,2;3;



Впервые верное неравенство получаем при n=532>25. Допустим, неравенство верно при [image: image44.png]


, то есть [image: image45.png]ok o
2



. Докажем, что данное неравенство верно при [image: image46.png]n=k+1



, т.е. [image: image47.png]205 (k+1)



. Это неравенство равносильно [image: image48.png]ok 408 o 2 4ok +1



. Если мы докажем, что [image: image49.png]2% o 2k +1
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, то будет доказано и исходное неравенство. Неравенство [image: image51.png]2% o 2k +1



  [image: image52.png]


 доказываем индукцией (индукция в индукции). При [image: image53.png]


 имеем верное неравенство [image: image54.png]32%11



. Допустим, неравенство верно при [image: image55.png]


, то есть [image: image56.png]2" 5 2m+1



. Докажем справедливость неравенства при [image: image57.png]k=m+1



, то есть докажем, что [image: image58.png]2™ s 2m+ ) +1=2m+ 3



 или [image: image59.png]oM L oM o 4142



. Очевидно, что это неравенство верно, так как [image: image60.png]"0



 при [image: image61.png]


, и тем более при [image: image62.png]


, а [image: image63.png]2" 5 2m+1



 в силу индуктивного предположения.

Задача. Доказать, что, каковы бы ни были натуральное n и действительное q ≠ 1, выполняется равенство
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