Интерполирование сплайнами
Сплайны. Пусть на отрезке 
 INCLUDEPICTURE "http://mals.ts9.ru/4/444.files/image002.png" \* MERGEFORMATINET 


 задана сетка точек , которая делит [image: image2.png]la:]



 на n отрезков [image: image3.png]


,[image: image4.png]


. Сплайном n-го порядка называется функция
[image: image5.png]


 при [image: image6.png]xe[x x|



, [image: image7.png]


,                       (1)
где [image: image8.png]


( алгебраические многочлены, степень каждого из которых не превышает k, а коэффициенты которых, [image: image9.png]


, подобраны так, что функция [image: image10.png]


 имеет на отрезке [image: image11.png]la:8]



 непрерывные производные до [image: image12.png](k-1)



-го порядка включительно.
График сплайна состоит из отдельных кусков – графиков многочленов [image: image13.png]


, [image: image14.png]


. По определению сплайна эти куски должны быть хорошо состыкованы при [image: image15.png]


, чтобы в результате они составили кривую (график функции [image: image16.png]


), имеющую степень гладкости [image: image17.png]


 (рис. 1).
Сплайны используются для разных целей. Мы рассмотрим их использование для решения задачи интерполяции.
[image: image108.png]


Построение кубического интерполяционного сплайна. Рассмотрим построение интерполяционного сплайна третьего порядка. Пусть на отрезке [image: image18.png]la:]



 определена некоторая функция [image: image19.png]


 и задана сетка узлов интерполяции [image: image20.png]a<x < <



, которая делит отрезок [image: image21.png]la:]



 на n отрезков [image: image22.png]


,[image: image23.png]


. Значения функции [image: image24.png]


 в этих узлах известны. Будем искать интерполяционную функцию [image: image25.png]


 в виде сплайна третьей степени, который мы будем представлять в виде
[image: image26.png]=a,+b, (x—x,)+e, (x—x,





Рис 1 
при[image: image27.png]xe[x . x]



,   [image: image28.png]
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.                                                        (2)
Значения постоянных [image: image30.png]


, [image: image31.png]


, [image: image32.png]


, [image: image33.png]
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 будем подбирать исходя из условий интерполяции и требования непрерывности сплайна [image: image35.png]


 вместе со своими производными первого и второго порядка на отрезке [image: image36.png]la:]



.
Условия интерполяции и непрерывности сплайна [image: image37.png]s3(x)



 во внутренних  узлах интерполяции сводятся к требованиям
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,  [image: image39.png]


.                                        (3)
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,      [image: image41.png]


.                                        (4)
Условия непрерывности первой и второй производной сплайна [image: image42.png]


 во внутренних  узлах интерполяции имеют вид
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,      [image: image44.png]


.                          (5)
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.                          (6)
Таким образом, мы получили систему [image: image47.png](4n-2)



 уравнений (3) ( (6) с [image: image48.png]


 неизвестными [image: image49.png]


, [image: image50.png]


, [image: image51.png]


, [image: image52.png]


. Она имеет множество решений. Для выделения единственного решения этой системы необходимо добавить к ней еще два уравнения. Чаще всего для этой цели используют дополнительные требования
[image: image53.png]


.                          (7)
Введем обозначения [image: image54.png]X=X



, [image: image55.png]


 и подставив выражение (2) в систему (3) - (7), получим
[image: image56.png]


,                             [image: image57.png]
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.                  (9)
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.                  (11)
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,       [image: image65.png]2¢,+6d, Ax,




.                                           (12)
Коэффициенты [image: image66.png]


 непосредственно находятся из равенства (8). Подставив эти выражения в равенство (9) получим
[image: image67.png]b, Ax, +e, Ax” +d, Ax’ = A
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.
Выразим отсюда коэффициенты [image: image69.png]
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,              [image: image71.png]


.                (13)
Подставим выражения (13) в равенство (10) и, после несложных преобразований, получим
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, 
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.                                                   (14)
Выразим из уравнения (11) коэффициенты [image: image74.png]


:
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,                [image: image76.png]


,                       (15)
а коэффициент [image: image77.png]


 выразим из уравнения (12):
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.                                            (16)
Введем фиктивную переменную [image: image79.png]el



 и положим
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.                                                (17)  
Теперь равенства (15) и (16) можно будет записать одной формулой (15) для всех [image: image81.png]


. Подставим значения [image: image82.png]


 из равенства (15) в уравнение (14) и после преобразований, получим
[image: image83.png]e d tic e, d
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,
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.                                          (18)
Из равенств (12) следует, что 
[image: image85.png]


.                                                                            (19)
Подставим это  равенство в первое уравнение (17) (при [image: image86.png]


):
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.                             (20)
Запишем уравнения (17) при [image: image88.png]


, сделав предварительно сдвиг индекса [image: image89.png]i—=>i-1



:
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,
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.                                        (21)
Подставим равенство (16) в последнее уравнение (17) (при [image: image92.png]


)
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.                           (22)
Таким образом, для вычисления значений коэффициентов [image: image94.png]


 [image: image95.png]


 мы получили линейную систему с трехдиагональной матрицей (19) ( (21), которую можно решить методом прогонки. Достаточные условия применимости метода прогонки  для этой системы выполняются при условиях
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,                               (23)
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.                                          (24)
Они будут выполняться, в частности, и в случае, когда сетка узлов интерполяции является равномерной (при [image: image99.png]


=const). Решив описанную систему методом прогонки, можно вычислить [image: image100.png]


 [image: image101.png]


. Далее остальные коэффициенты находятся по формулам (17), (19), (15), (16), (13), (8).   
Ошибка интерполяции 
Нас будет интересовать поведение максимального уклонения сплайна от интерполируемой функции в зависимости от максимального расстояния между соседними узлами интерполирования, т.е. зависимость величины 

[image: image102.png]lls=7ll= max [slz)-f(z)]




от шага h, где [image: image103.png]


. 

Известно, что если функция [image: image104.png]


имеет четыре непрерывные производные, то для ошибки интерполяции определенным выше кубическим сплайном [image: image105.png]


верна следующая оценка 

[image: image106.png]lls— fH<334h4de4H




причем константа [image: image107.png]


в этом неравенстве является наилучшей из возможных 

{Кубический интерполяционный сплайн}

program Spline;

uses crt; {модуль управления экраном}

type vector=array [0..100] of real; {Нумеруем точки с нуля}

var x,y,c:vector;

    x0,x9,h,x1,p,p1,p2,e:real;

    n,i:integer;

function f(x:real):real; {функция варианта}

begin

 f:=sqr(sqr(x))-5*sqr(x)-x+1;

end;

procedure Input (var n:integer; var x,y:vector); {Ввод исходных данных}

var i:integer;

begin

 writeln ('Введите границы по оси X для построения сплайна:');

 read (x0,x9);

 writeln ('Введите шаг по X для построения значений сплайна:');

 read (h);

 n:=round((x9-x0)/h+1);

 x[0]:=x0; y[0]:=f(x0);

 for i:=1 to n do begin {Вычислить значения функции}

  x[i]:=x[i-1]+h;

  y[i]:=f(x[i]);

 end;

end;

procedure Coeff(n:integer; var x,f,c:vector);

{Вычисление коээфициентов сплайна}

var i,j,m:integer;

    a,b,r:real;

    k:vector;

begin

 {Прямой ход прогонки}

 k[1]:=0; c[1]:=0;

 for i:=2 to n do begin

  j:=i-1;

  m:=j-1;

  a:=x[i]-x[j];

  b:=x[j]-x[m];

  r:=2*(a+b)-b*c[j];

  c[i]:=a/r;

  k[i]:=(3.0*((f[i]-f[j])/a-(f[j]-f[m])/b)-b*k[j])/r;

 end;

 {Обратный ход прогонки}

 c[n]:=k[n];

 for i:=n-1 downto 2 do c[i]:=k[i]-c[i]*c[i+1];

end;

procedure Spl (n:integer; var x,f,c:vector; x1:real; var p,p1,p2:real);

{Построение сплайна. x,f - исходные данные, c - вектор коэффициентов,

наденный процедурой Coeff, x1 - значение x, для которого строим сплайн,

p - значение сплайна в точке, p1,p2 - 1-я и 2-я производные}

var i,j:integer;

    a,b,d,q,r:real;

begin

 i:=1;

 while (x1>x[i]) and (i<>n) do i:=i+1; {Ищем номер соседнего узла}

 {Промежуточные переменные и коэффициенты}

 j:=i-1; a:=f[j]; b:=x[j]; q:=x[i]-b;

 r:=x1-b; p:=c[i]; d:=c[i+1];

 b:=(f[i]-a)/q - (d+2*p)*q/3.0;

 d:=(d-p)/q*r;

 {Считаем значения сплайна и его производных:}

 p1:=b+r*(2*p+d);

 p2:=2*(p+d);

 p:=a+r*(b+r*(p+d/3.0))

end;

begin

 clrscr; {очистить экран}

 writeln ('Построение кубического интерполяционного сплайна');

 writeln ('Функция Y(x)=x^4+5x^2-x+1');

 Input (n,x,y);

 Coeff (n,x,y,c); {Нашли коэффициенты C с помощью прогонки}

 {Строим таблицу значений сплайна}

 writeln ('Значение X':19,'Функция':19,'Сплайн':19,'Отн.ошибка':19);

 for i:=0 to n do begin

  Spl (n,x,y,c,x[i],p,p1,p2);

  e:=abs(y[i]-p)/abs(y[i]);

  writeln (x[i]:19:8,y[i]:19:8,p:19:8,e:19:8);

 end;

end.

